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Аннотация. В статье приводится подробный обзор современного состояния проблемы 

учета нелинейных реологических свойств грунтов при оценке напряженно-деформированного 
состояния грунтовых сооружений.  

Даны математическая постановка, методы и алгоритмы для оценки динамического 
поведения грунтовых сооружений с учетом неоднородных особенностей конструкции, линейных, 
нелинейно-упругих, нелинейно-вязкоупругих свойств грунта при различных динамических 
воздействиях. Результатами динамического расчета является исследование неустановившихся 
вынужденных колебаний ряда грунтовых плотин с учетом нелинейных вязкоупругих свойств грунта 
и неоднородных особенностей конструкции.  

Полученные результаты позволили выявить некоторые механические эффекты, имеющие 
теоретическое и практическое значение. Выявлено, что при высокочастотном интенсивном 
воздействии характер колебаний сооружений, обладающих низкочастотным спектром, имеет три 
выраженных этапа: начальный – с малыми амплитудами, переходной этап, когда происходит 
раскачка сооружения, и этап свободных колебаний с достигнутой амплитудой и частотой 
собственных колебаний. Несмотря на высокую интенсивность высокочастотного воздействия, 
вызывающего большие напряжения в теле рассматриваемых плотин, учет нелинейного 
деформирования материала не сильно искажает картину линейно упругого расчета. 
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вязкоупругость; акселерограмма; гидростатическое давление; кинематические воздействия 

Изученность вопроса 
Теоретические и экспериментальные основы проявления нелинейных реалогических 

свойств различных грунтов приводятся в фундаментальных работах [1–7]. Несмотря на это, 
оценка напряженно-деформированного состояния грунтовых сооружений зачастую проводится 
только в рамках линейной вязкоупругости, так как учет нелинейных свойств грунта является 
сложной задачей, на решение которой направлено современное развитие науки и практики. 

В последнее время опубликован ряд работ, где учитывается проявление упругих, 
вязкоупругих линейных и нелинейных, а также упруговязкопластических и др. свойств материала 
грунтовых сооружений как при статических, так и при динамических воздействиях. Краткое 
содержание некоторых из них приводится ниже. 

В работе [8] приведена расчетная модель деформирования основания фундамента на 
основе метода послойного суммирования с учетом компонент девиатора и шарового тензора, 
соотношение между которыми различно в разных точках основания. Рассмотрено нелинейное 
объемное деформирование грунта во времени с учетом уплотнения несущего слоя грунта в 
основании фундамента вследствие дилатации. 

Исследована динамическая реакция грунтовых плотин [9] с учетом нелинейных и 
вязкоупругих свойств грунта, установлена зависимость величины возникающих динамических 
реакций от нагрузки и механических свойств грунта. 

В работе [10] для прогноза геологических бедствий в грунтах предложена динамическая 
модель и получено уравнение, описывающее реологические свойства грунта при динамических 
воздействиях. 

Динамическое поведение грунтовых плотин с учетом нелинейных свойств материала 
рассмотрено в работе [11]. Исследованы переходные динамические процессы и эффекты 
ползучести при циклических воздействиях. Задачи решены методом Ньюмарка. 
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Разработана математическая модель для оценки напряженно-деформированного состояния 
вязкоупругих водонасыщенных оснований с учетом порового давления и предложен новый способ 
приближенного решения задач вязкоупругости, повышающий точность вычисления [12]. 

В работе [13] с использованием нелинейно реологических моделей исследовано 
напряженное состояние плотины. Возможность использования этой модели продемонстрирована 
сопоставлением численных результатов с результатами лабораторных испытаний. 

В работе [14] предложены обобщенные реологические модели неводонасыщенных и 
водонасыщенных грунтов и составлены соответствующие уравнения, использованные при 
количественной оценке дополнительных остаточных деформаций и напряжений в грунтовой 
среде. Решена одномерная задача консолидации слоя не полностью водонасыщенного грунта при 
циклическом изменении внешней нагрузки. 

Предложены модель [15] и набор определяющих соотношений для реологической модели 
мягких грунтов. Возможность использования этой модели подтверждена рядом экспериментов 
реологической консолидации с разной скоростью загрузки. 

В работе [16] показана тенденция к увеличению мгновенного модуля деформации с 
увеличением ползучести. Введена модель нелинейной ползучести для мягких пород грунтов, в 
которых распад ползучести описывается нелинейной функцией упрочнения и коэффициентом 
вязкости, а кривые нелинейной ползучести хорошо согласуются с экспериментальными данными. 

В работе [17] исследуются свойства крупнозернистых материалов каменно-набросной 
плотины с использованием реологических моделей. Показано, что для моделирования 
деформации необходимо единое описание взаимодействия различных факторов. Полученные 
результаты численного моделирования сравниваются с имеющимися экспериментальными 
данными для каменно-набросного материала. 

В работе [18] приводятся постановка и методы решения задачи о взаимодействии длинных 
свай с окружающим неоднородным массивом с учетом нелинейных и реологических свойств 
грунтов на основе новой модели. Показано, что учет этих свойств грунта приводит к 
перераспределению во времени усилия в боковых и нижних частях сваи. 

На основе реологических моделей Максвелла предложены уравнения [19] для деформации 
сдвига в неполном насыщенном глинистом грунте. С помощью предлагаемого уравнения показана 
возможность описания процесса ползучести, релаксации и кинетического сдвига, а также 
переходное, устойчивое состояния и прогрессивная ползучесть в зависимости от интенсивности 
тангенциального напряжения. 

Поведение конкретных сооружений с использованием наследственной теории 
вязкоупругости в условиях динамических нагружений недостаточно исследовано [20, 21, 23, 32]. 
При этом подавляющее число публикаций, связанных с динамическими задачами наследственной 
теории вязкоупругости, посвящено расчету (линейных и геометрически нелинейных) тонкостенных 
конструкций – балок, пластин и оболочек [22, 23].  

Схема решения динамических задач вязкоупругости для тонкостенных конструкции 
достаточно стандартна. Подбирая координатную функцию, удовлетворяющую граничным 
условиям, исходную задачу можно свести к задаче о колебаниях системы с конечным числом 
степеней свободы, т. е. к системе линейных или нелинейных интегродифференциальных 
уравнений с одной независимой переменной времени [22, 23]. Как правило, при этом в качестве 
координатных функций применяются тригонометрические либо балочные функции. Такой выбор 
координатных функций ограничивает класс решаемых задач конструкциями простейших 
конфигураций – балками постоянных сечений, прямоугольной пластиной, цилиндрической 
оболочкой [22, 23].  

Эти авторы, допуская ряд неточностей при подборе координатных функций, стараются 
повысить точность решений системы интегродифференциальных уравнений. Однако для 
конструкций с реальной геометрией невозможно подобрать аналитические координатные 
функции, удовлетворяющие граничным условиям задачи. 

Приведенный обзор известных работ показывает необходимость оценки напряженно-
деформированного состояния и динамического поведения грунтовых сооружений не только с 
учетом нелинейных реологических свойств грунта, а также неоднородной особенности 
конструкции и реальной геометрии. 
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В данной работе приводятся методика, алгоритм и результаты исследования динамического 
поведения 2 грунтовых плотин (различной высоты) с учетом нелинейных упругих и вязкоупругих 
свойств грунта и неоднородной особенности конструкции при различных динамических 
воздействиях, включая реальные записи акселерограммы землетрясения.  

Постановка задачи и методы решения 
Рассматривается неоднородная система (рис. 1), состоящая из деформируемых тел 

объемом V = V1 + V2 + V3 . Нижняя часть системы находится на жестком основании Σ0, где 
приложено кинематическое воздействие ( )txuo ,rr

. На Sp части поверхности Σ1 действует 

гидростатическое давление ( )21, xxРс
r

, на поверхности Σp действует нагрузка ( )txxР ;, 311
r

, a 
oстальная часть поверхности (Σ2, Σ3) свободна от напряжения. Система (рис. 1) представляет 
собой массивное тело, поэтому при расчете учитываются массовые силы 

r
f . Материал разных 

частей (V1, V2, V3 ) системы считается линейно вязкоупругим, нелинейно упругим или нелинейно 
вязкоупругим. На границах раздела областей компоненты перемещения и напряжений 
непрерывны. 

Задача состоит в определении полей перемещений и напряжений в системе (рис. 1) при 

учете массовых сил 
r
f , давления воды сР

r
, нагрузки 1Р

r
 и кинематического воздействия в 

основании ( )txuo ,rr
.  

 
Рисунок 1. Неоднородная деформируемая система 

Для постановки задачи используется принцип возможных перемещений, согласно которому 
сумма работ всех активных сил, включая силы инерции, на возможных перемещениях равна нулю:  

.01 =Σ+++−−= ∫∫∫∫∫
Σ

duPdSuPdVufdVuudVA
PPS

c
VV

nij
V

ij
rrrrrrr&&r δδδδρδεσδ  

(1)

Здесь ur , ijε , ijσ – соответственно, вектор перемещений и компоненты тензоров деформаций и 

напряжений; urδ , ijδε – изохронные вариации перемещений и деформаций; nρ  – плотность 

материала элементов (V1, V2, V3) рассматриваемой системы; 
r
f  – вектор массовых сил; сP

r

 – 

гидростатическое давление воды; 1P
r

 – приложенная нагрузка. 

Для описания свойств нелинейно вязкоупругого материала используется кубическая 
нелинейная зависимость [24]: 
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Зависимость (2) используется для описания как линейно, так и нелинейно упругих и 
вязкоупругих свойств материала частей системы (индекс n = 1,…,3 относится к соответствующему 
объему Vn). Здесь приняты следующие обозначения: ijij eS , – компоненты девиатора напряжений и 

деформаций; σ  – гидростатическая составляющая тензора напряжений; ;)3/1( ijijijе θδε −=  

kk eee ll=  – второй инвариант тензора деформаций; Кn, Gn – мгновенный объемный и сдвиговый 

модули упругости; λ  – коэффициент нелинейности; Г1, Г3 – ядра релаксации для линейной и 
нелинейной составляющих вязкости материала; ijδ  – символ Кронекера; iiεθ =  – объемная 
деформация; i, j, k, l = 1, 2, 3. 

Связь тензора деформации с компонентами вектора перемещений описывается линейными 
соотношениями Коши: 
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Задаются также кинематические условия в основании  

:0Σ∈xr  )(),( 10 ttxu ψrrr =  (4)

и начальные условия при t=0: 

:Vx∈r  );()0,( 2 xxu rrrr ψ=  )()0,( 3 xxu rrr&r ψ= , (5)

где 
r
ψ1  – заданная функция времени; 

r r
ψ ψ2 3,  – заданные функции координат. 

Приближенное решение рассматриваемой задачи ищется в виде разложения по 
собственным формам колебаний упругой задачи для неоднородных систем [20, 25], т. е.:  

( ) ( ) ∑ ∑
= =

=+=
N

k

N

k
kkkko tyxuutyxutxutxu

1 1

** )()();()(,, δδ rrrrrrrrr
, (6)

где ( )txu ,0
rr

 – известная функция (4), удовлетворяющая краевым условиям задачи; )(* xuk
rr

 – 

собственные формы колебаний упругой задачи для неоднородных систем; )(tyk  – искомые 

функции времени; )(tykδ  – произвольные константы; N – количество собственных форм, 
удерживаемых в разложении (6). 

При использовании данного подхода основная трудность состоит в выборе координатных 

функций )(* xuk
rr

, которые достаточно просты в случае тел простой формы и условий закрепления. 

Для тел сложной формы выбор координатных функций )(* xuk
rr

, сводящих исходную систему 
вариационных уравнений (1) к системе разрешающих уравнений с конечным числом степеней 
свободы, представляет трудную задачу. Использование же собственных форм колебаний 
позволяет точно описать реальную геометрию и различные особенности тел сложной формы при 
разного рода воздействиях. Именно этим объясняется выбор в качестве координатных функций 
собственных форм колебаний. Поэтому в данной работе сначала с учетом всех факторов МКЭ 
определяются собственные формы колебаний неоднородной линейной упругой системы (рис. 1). 
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Далее решение задачи о вынужденных колебаниях системы с учетом нелинейных вязкоупругих 
свойств материала строится в виде разложения по найденным собственным формам.  

Задача о неустановившихся вынужденных колебаниях нелинейной неоднородной 
вязкоупругой системы после постановки (6) в (1) сводится к решению системы нелинейных 
интегро-дифференциальных уравнений [21]: 
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с начальными условиями:  

Nmkjiyyyy iiii ,...,2,1,,,;)0(,)0( 00 === && . (8)

Порядок системы уравнений (7) равен N – количеству удержанных собственных форм 
колебаний упругой неоднородной системы в разложении (6). Коэффициенты iQ , iF , 

ijkmijkmjiijij HLCKM ,,,,  системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (7) 

определяются через собственные формы колебаний )(* xuk
rr

 путем интегрирования их по объему 

рассматриваемой неоднородной системы. Здесь iF  – суммарная внешняя нагрузка от массовых 

сил и гидростатического давления; )(tf  – функция, представляющая кинематическое 
воздействие и нагрузку, изменяющуюся по времени. 

При учете только линейных вязкоупругих свойств материала сооружений система (7) 
преврашается в линейную систему интегро-дифференциальных уравнений, которая при 
начальных условиях (8) решается методом, изложенным в работе [26]. При учете нелинейно 
вязкоупругих свойств материала система нелинейных уравнений (7) при начальных условиях (8) 
решается методом замораживания [27, 28]. 

Тестовый пример 
Для проверки достоверности разработанного алгоритма и программы на ЭВМ было решено 

нелинейное интегро-дифференциальное уравнение  
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β = 0.05; α = 0.25; ω  = 2π ; А = 0.01; ρ = 0.01. 
(11)

Уравнение (9) при условиях (10) и (11) имеет точное решение [22]: tety β−=)( .  

В таблице 1 приведено сравнение точного решения tety β−=)( с решением, полученным 
по разработанной программе. 
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Таблица 1. Сравнение точного решения с решением, полученным по разработанной 
программе 

Время t, сек. 0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.00 2.25 

Точное 
решение 1.0 0.9669 0.9763 0.9673 0.9511 0.9387 0.9277 0.9167 0.9048 0.8928

Полученное 
решение  1.0 0.9875 0.9753 0.9632 0.9512 0.9394 0.9277 0.9162 0.9048 0.8936

Сравнение полученных результатов подтверждает их высокую точность. 

Результаты исследований 
Исследовалось динамическое поведение и напряженно-деформированное состояние 

нескольких грунтовых плотин [21, 29–32] высотой от 70 до 296 м с учетом их реальной геометрии и 
неоднородности конструкции.  

При этом для различных участков плотины учитывались различные механические 
характеристики грунта, а для описания вязкоупругих свойств грунта использовались 
трехпараметрические ядра релаксации А.Р. Ржаницына [33] с параметрами ядра, приведенными в 
работе [29].  

Собственные колебания. С помощью разработанного алгоритма и программы расчета на 
ЭВМ для рассмотренных плотин определялись собственные частоты и формы колебаний в 
упругой постановке. Например, для Нурекской плотины полученные первые собственные частоты 
колебаний имеют значение: 1ω = 0.8087 Гц; 2ω = 1.2405 Гц; 3ω = 1.4639 Гц; 4ω = 1.6617 Гц;  

5ω = 1.7876 Гц; 6ω = 1.8876 Гц; 7ω = 1.1815 Гц; 8ω = 2.2482 Гц; 9ω = 2.4740 Гц; 10ω = 2.5392 Гц. 
На рисунке 2 приведены только третья (рис. 2а) и четвертая (рис. 2б) собственные формы 
колебаний для этой плотины, показывающие преобладание вертикально-сдвиговых деформаций 
сечения, которые проявляются и в других высших формах колебаний сооружения. 

а) 

 

б) 

 
Рисунок 2. Собственные формы колебания 

Неустановившиеся вынужденные колебания. Исследовалось динамическое поведение 
модели Нурекской грунтовой плотины с учетом неоднородных особенностей конструкции и 
физически нелинейного деформирования грунта при следующих кинематических воздействиях: 
кратковременный и продолжительный прямоугольные импульсы, гармоническое и синусоидально-
затухающее воздействие, реальная запись акселерограммы Газлийского землетрясения [34].  
При этом начальные условия задачи были приняты однородными. 

Исследовалась сходимость решения как по перемещениям, так и по напряжениям для 
различных точек плотины при удержании в разложении (6) различного числа собственных форм 
колебаний.  
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Динамическое поведение и напряженно-деформированное состояние этой плотины с учетом 
нелинейных вязкоупругих свойств грунта исследовались при различной продолжительности 
нестационарных кинематических воздействий ускорения в виде  

*
20100 0,рsin)()(: tttBtutux ≤<==∈∑ &&&&

r
. (12)

1. При кратковременном воздействии (12) продолжительностью 1.0* =t  сек. колебания 
сооружения носят затухающий характер. При этом максимальные амплитуды нормальных 
напряжений достигаются в нижней части ядра, где вертикальные напряжения больше 
горизонтальных на определенных участках верховых и низовых откосов, а также в пригребневой 
зоне, где горизонтальные напряжения превышают вертикальные.  

Большие касательные напряжения возникают на верхней части ядра, а также в центральных 
зонах верхового и низового откосов.  

2. При продолжительном воздействии (12) с параметрами В = 0.25 и р = 0.64 Гц и периодом  

4* =t  сек. на рисунке 3 показано изменение вертикального перемещения u2 и касательного 
напряжения 12σ  для точки плотины (х1=140.2 м; х2=29.6 м), где обозначены решения: 1 – линейно-
упругое, 2 – нелинейно-упругое, 3 – нелинейно-вязкоупругое. 

Анализ результатов показал заметное снижение амплитуды перемещений точек плотины 
при учете нелинейности по сравнению с линейной задачей. Влияние вязкости материала в 
начальный момент приводит к незначительному затуханию колебаний по времени. После снятия 
нагрузки и линейные и нелинейные колебания имеют почти гармонический характер с заметным 
различием амплитуд. Для нелинейно-вязкоупругого случая характерно постепенное затухание 
колебаний во времени. 

а) 

б) 

Рисунок 3. Изменение вертикального перемещении (а) и касательного напряжении (б) по 
времени в точке плотины: 

1 – ____ линейно-упругое, 2 – ---- нелинейно-упругое, 3 – - -.-.-.-. нелинейно-вязкоупругое 

Касательные напряжения в отдельных точках сооружения в линейно-упругом случае 
несколько превышают нелинейно-упругие, а учет нелинейно-вязкоупругих свойств материала 
снижает эти напряжения по сравнению с линейно и нелинейно-упругим случаями. 

На рисунке 4 показано изменение горизонтального перемещения u1 точки плотины 
(х1 = 140.2 м; х2 = 29.6 м) и нормального напряжения 11σ  в точке плотины (х1 = −476.2 м; 

х2 = 59.2 м) при резонансном режиме воздействия (12) с параметрами В = 0.2 и р = 1.24 Гц (р ≈ 2ω ).  
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а) 

 

б) 

 
Рисунок 4. Изменение горизонтального перемещения (а) и нормального напряжения (б) по 

времени в точках плотины 

В резонансном режиме вынужденные колебания плотины происходят с линейно 
возрастающим размахом. Учет нелинейной зависимости (σ ∼ ε) между напряжением и 
деформацией либо уменьшает, либо увеличивает амплитуду колебаний при различной (жесткой 
или мягкой, т. е. λ± ) диаграмме σ ∼ ε для грунта. Максимальные напряжения в различных точках 
плотины возникают через некоторый промежуток времени после прекращения действия импульса, 
и далее напряжения постепенно убывают за счет вязкости. 

Исследовано напряженно-деформированное состояние Гиссаракской плотины при 
высокочастотном сейсмическом воздействии (акселерограмма Газлийского землетрясения [34]) с 
учетом неоднородной особенности конструкции (материал призмы плотины – линейно-упругий, 
ядра – нелинейно-вязкоупругий). Результаты показали, что при высокочастотном интенсивном 
воздействии характер колебаний сооружений, обладающих низкочастотным спектром, имеет три 
выраженных этапа: начальный этап (примерно до 2 сек.) с малыми амплитудами, переходной этап 
(примерно до 6 сек.), когда происходит раскачка сооружения, и этап свободных колебаний с 
достигнутой амплитудой и частотой собственных колебаний. При этом высокочастотный характер 
воздействия не позволяет в полной мере выявить нелинейные деформации и, несмотря на 
высокую интенсивность воздействия, вызывающего большие напряжения в теле 
рассматриваемых плотин, учет нелинейного деформирования материала не сильно искажает 
картину упругого расчета. 

Исследования напряженно-деформированного состояния плотин в динамических режимах 
показали значительное превышение горизонтальных напряжений в некоторых участках плотины 
над вертикальными, а учет нелинейного деформирования материалов приводит к уменьшению 
интенсивности iσ  и увеличению касательных 12σ  напряжений в сечении плотины. При этом в 
ядре плотины увеличивается арочный эффект, проявляемый в упругой постановке. 

В динамике на напряженно-деформированное состояние нелинейно неоднородных 
сооружений в значительной мере оказывают влияние не только максимальные значения 
ускорений, но в большей степени – его частотный спектр и продолжительность. При этом учет 
нелинейного деформирования увеличивает период колебаний сооружения и усиливает арочный 
эффект в зоне ядра, характерный для вертикальных напряжений при различных деформационных 
свойствах грунтов ядра и призм. 
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Заключение 
Проведенные исследования динамического поведения и напряженно-деформированного 

состояния неоднородных грунтовых плотин с учетом нелинейно упругих и вязкоупругих свойств 
материала позволяют сделать следующие выводы.  

1. Максимальные значения нормальных и касательных напряжений при кратковременном 
кинематическом воздействии достигаются в разных точках плотины: вертикальные – у основания, 
горизонтальные – на откосных зонах, касательные – в верхней части ядра. 

2. Учет нелинейно-упругих свойств материала приводит к уменьшению, а нелинейно-
вязкоупругих свойств – к увеличению периода колебаний плотины и заметному изменению 
напряжений. Вязкоупругие свойства грунта способствуют постепенному затуханию колебаний.  

3. На напряженно-деформированное состояние сооружения в значительной мере оказывает 
влияние не только интенсивность воздействия, но в большей степени – его частотный спектр и 
продолжительность.  

4. Учет неоднородности конструкции и различие деформационных свойств грунтов ядра и 
призм приводят к усилению арочного эффекта в зоне ядра, характерного для вертикальных 
напряжений. 

5. При сильных землетрясениях в большинстве зон грунтовых плотин возникают 
растягивающие динамические напряжения.  
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Abstract 
The paper reviews in detail the modern state of the calculation problem for non-linear rheological 

properties of soil in making an assessment of the stress-strain state of ground structures.  

The mathematical statement, methods and algorithms to assess the dynamic behavior of earth 
structures taking into account heterogeneous specific features of a structure, linear, non-linear-elastic, 
non-linear-viscoelastic properties of soil under different dynamic effects are given. The result of a 
dynamic calculation is the study of unsteady forced oscillations of a number of earth dams taking into 
consideration non-linear viscoelastic properties of soil and heterogeneous specific features of a structure.  

The obtained results permit us to reveal several mechanical effects of theoretical and practical 
value. It was revealed that under high-frequency intensive effect the character of structures oscillations 
having low-frequency specter has three pronounced stages: an initial one that is characterized with low 
amplitudes, transitional one, when the swinging of structure occurs; and the stage of free oscillation with 
realized amplitude and frequency of own vibrations. In spite of the high intensity of high-frequency effect, 
which causes large stresses in the body of the discussed dams, the calculation of non-linear strain in the 
material does not greatly distort the pattern of linearly elastic design. 
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