
MATERIALS Magazine of Civil Engineering, №9, 2013
 

Султанов Л.У., Фахрутдинов Л.Р. Численное исследование гиперупругих материалов 

Численное исследование гиперупругих материалов 
 

К.ф.-м.н., доцент Л.У. Султанов; 
аспирант Л.Р. Фахрутдинов, 

ФГАОУ ВПО «Казанский (Приволжский) федеральный университет» 
 

Аннотация. В настоящей работе рассматривается методика исследования гиперупругих 
тел, использующихся для определения больших деформаций нелинейных упругих материалов 
(различных полимеров, в том числе эластомеров, пены) с использованием меры деформации 
Фингера.  

Дается кинематика движения среды, напряженное состояние описывается тензором 
истинных напряжений Коши – Эйлера. Большое внимание уделено алгоритму получения 
линеаризованных физических соотношений в напряжениях Коши – Эйлера.  Рассмотрен пример 
получения линеаризованных физических соотношений в напряжениях Коши – Эйлера для 
материала, описываемого потенциалом Муни – Ривлина. Численная реализация основана на 
методе конечных элементов в рамках инкрементального метода.  

Для проверки работоспособности методики решен ряд задач: задача о плоской деформации 
квадратной полосы и задача об упругом деформировании плиты под действием равномерного 
давления. Полученные в ходе решения результаты не противоречат данным, опубликованным 
ранее. 

Ключевые слова: гиперупругие материалы; большие деформации; метод конечных 
элементов 

Введение 
В современном строительстве, наряду с традиционными стройматериалами, широко 

применяются новые, более технологичные типы материалов. К ним относят  различные 
эластомеры и другие подобные полимеры, отличительной особенностью которых является то, что 
они допускают большие деформации, сохраняя при этом упругие свойства. Подобные материалы 
также называются гиперупругими. С точки зрения механики деформируемого твердого тела речь 
идет о нелинейно упругих телах,  при деформировании которых необходимо учитывать 
геометрическую нелинейность в рамках больших деформаций. Подобного рода проблемы 
рассматриваются во многих статьях и обобщены в ряде монографий, среди которых можно 
выделить работы [1–9]. В них приводится обширная библиография по данному вопросу и 
изложены основные положения по построению определяющих соотношений, и в данной статье 
этот материал активно используется. Из числа журнальных публикаций можно отметить статьи 
[10–17], которые посвящены гиперупругим и термогиперупругим материалам, в которых также 
рассматриваются различные варианты построения определяющих соотношений для конкретных 
материалов и приводятся примеры решения задач. Методика, описанная в этой статье, в идейном 
плане близка к методам, использованным в работах [18, 19]. Соотношения приводятся в наиболее 
компактной форме прямого тензорного исчисления. Подробнее о методах и технологии работы с 
использованием такой формы записи можно ознакомиться в работах [1, 3, 6]. 

В настоящей работе рассмотрена методика исследования гиперупругих тел с 
использованием меры деформации Фингера. Приведена кинематика движения среды. Рассмотрен 
пример получения линеаризованных физических соотношений в напряжениях Коши – Эйлера для 
материала, описываемого потенциалом Муни – Ривлина. Численная реализация основана на 
методе конечных элементов в рамках инкрементального метода. Также решены некоторые задачи 
для проверки работоспособности методики.  
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Кинематика среды 

 
Рисунок 1. Кинематика среды 
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 положение исследуемого 
деформируемого тела описывается с помощью: 

• ( ) ( )j i j
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rr r r& &  – вектор скорости. 

Базовым тензором, играющим ключевую роль в кинематике конечных деформаций, 
является тензор градиента деформаций: 

( ) ( ) ( ).T i
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В качестве тензоров, описывающих деформацию и скорость деформации, используются: 

• левый тензор Коши – Грина (мера деформации Фингера): ( ) ( ) ( )TB F F= ⋅ ; 

• тензор пространственного градиента скорости: ( ) ( ) ( )1h F F −= ⋅& ; 

• тензор деформации скорости: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
2 2

T TTd h h F F F F− −⎡ ⎤⎡ ⎤= + = ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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Определяющие соотношения 
Напряженное состояние описывается с помощью тензора истинных напряжений 

( ) ( )ij i je eσΣ =
r r

, определенного в актуальном состоянии. 

В качестве аргументов функции потенциальной энергии деформации примем компоненты 
тензора меры деформации Фингера, т. е. : 

( )ijW W B= , 

где вводятся в рассмотрение меры деформации, которые не сопровождаются изменением 
объема: 

)()( 3
2
BJB

−
=

)
 

Здесь 0J dV dV= – относительное изменение объема. 

Таким образом: 

),(')( 210 BB IIWJWW ))+= . 

Тогда тензор напряжений Коши – Эйлера будет выражаться в следующем виде:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 .T W WF F B
J B J B

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Σ = ⋅ ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Скорости изменения напряжений Коши – Эйлера:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,T
dd h h IΣΣ = Λ ⋅⋅ + ⋅ Σ + Σ ⋅ − Σ&  

где введено обозначение: 

( ) ( ) ( )
24 .WB B

J B BΣ
⎛ ⎞∂

Λ = ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

В результате получаем физическое соотношение для производной Трусделла в виде 
линейного уравнения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 .TTr
dh h I dΣΣ = Σ − ⋅ Σ − Σ ⋅ + Σ = Λ ⋅⋅&  

Таким образом, для гиперупругого тела определяющие соотношения для скоростей имеют 
вид линейной зависимости при использовании обобщенной производной Трусделла для тензора 
истинных напряжений Коши – Эйлера  и тензора деформации скорости. 

Алгоритм расчета 
Для решения задачи используется метод последовательных нагружений. Считается, что 

известно k -е состояние, по которому нужно найти ( )1k + -е состояние.  

В качестве базового уравнения используется уравнение виртуальных мощностей, 
записанного для ( )1k + -го шага:  

( ) ( )1 1 1 1

1 1 1

,k k k k
n

k k k

d dV f dV t dS
V V Sσ

δ δυ δυ+ + + +

+ + +
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где 1kV +  – текущий объем; 1kSσ+  – часть его поверхности, на которой заданы усилия;  

f
r

, nt
r

 – векторы массовых и поверхностных сил. 
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Переходя к приращениям 

( ) ( ) ( )1 ,k k k+ Σ = Σ + Δ Σ  

получим разрешающее уравнение, решение которого дает вектор перемещений для текущего 

шага 
k k

i iu x eΔ = Δ
r r

, с помощью которого определяется конфигурация следующего шага:
1 .k kR R u+ = + Δ
r r r

 

Тогда напряженное состояние находится по соотношению: ( ) ( )1 1
1

2 .k k
k
WB

J B
+ +

+
∂⎛ ⎞Σ = ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠∂
 

Рассмотрен пример построения физических соотношений для потенциала упругих 
деформаций Муни – Ривлина: 

2
2211 )1(

2
)3()3( −+−+−= JKIUIUW BB

)) , 

где 2
0( ) ( 1)

2
KW J J= − , )3()3(),(' 221121 −+−= BBBB IUIUIIW )))) , 1 2,U U −  постоянные 

материала. 

Тензор напряжений Коши – Эйлера для этого материала имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
5 7

2 23 3
1 1 2 1 1

1 1 22 2 1
3 3 3B B BU J B I I U J I B I I B K J I

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤∑ = − + − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

Линеаризуя полученное соотношение, получим выражение для скорости изменения 
напряжений Коши – Эйлера: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,T
dd h h IΣΔΣ = Λ ⋅⋅ + ⋅ Σ + Σ ⋅ − Σ  

где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

0
Σ Σ '0 0

4 ' 4, , .Λ Λ Λ WWB B
J B B J B Bσ σ′ Σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂∂
Λ = ⋅ Λ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +
 

Таким образом, получена система уравнений для определения напряженного состояния, 
которая может быть дискретизирована методом конечных элементов для получения численных 
решений. 

Численный пример 
 

Для проверки работоспособности 
методики был решен ряд задач. 
Рассмотрим некоторые из них. 

1. Задача о плоской деформации 
квадратной полосы со сторонами 0.02×
0.02 м2, 1 20.36 Pa, 0, 22U M U MPa= = , 

2000MPaK = . По вертикальным краям 
полосы заданы перемещения. Так как 
полоса имеет две оси симметрии, то была 
рассмотрена четверть полосы с заданием 
соответствующих условий симметрии [20]. 
  

Рисунок 2. Плоское деформирование 
квадратной полосы 
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Рисунок 3. Поле вертикальных перемещений полосы 

 

2. Задача об упругом 
деформировании плиты под действием 
равномерного давления 85 Paq M= . 
Верхнее ребро плиты не имеет 
вертикального смещения. Плита 
квадратная со стороной a = 0.02 м и 
толщиной h = 0.01 м,  2000 GPaK = . 
На рисунке 4 изображено 
недеформированное состояние плиты. 

На рисунках 5, 6 изображено поле 
вертикальных перемещений и поле 
касательных напряжений. Рисунок 4. Конечно-элементная модель плиты 

Рисунок 5. Поле вертикальных перемещений 
плиты 

Рисунок 6. Поле касательных напряжений 
плиты 

Заключение 
Таким образом, была построена методика численного исследования гиперупругих 

слабосжимаемых материалов, для которых физические соотношения задаются с помощью 
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упругого потенциала. Получены линеаризованные определяющие соотношения и разрешающее 
уравнение для потенциала Муни – Ривлина. Данная методика после конечно-элементной 
дискретизации может быть использована для определения НДС, что видно из рассмотренных 
примеров. Решенные задачи демонстрируют эффективность полученной методики.  
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Abstract 
In this paper, the research method of large deformations of hyperelastic solids using the Finger 

strain measure is considered.  

The kinematics of continua motion is given; the stress state is described by the Cauchy – Euler 
tensor of the true stresses. Much attention is given to the algorithm of the linearized constitutive 
equations in terms of the Cauchy – Euler stresses. Also, there is an example of obtaining the linearized 
physical ratio in the Cauchy – Euler stresses for material, which is described by Mooney – Rivlin 
potential. The numerical implementation is based on a finite-element method within the framework of 
incremental methods.  

To verify efficiency of the technique, several problems were solved:  the problem of plane strain of 
the square strip and the problem of elastic deformation of the plate under uniform pressure. The results 
obtained do not contradict those that have been published before. 
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